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DISTANCE A CENTRE ADDITIVE (*)

par F. Benmver (1), A. Qannarr (1) et E. M. Qannart (%)

Résumé. — Pour nous permeure une représeniation euclidienne d’une dissimilarité, nous
proposons de la perturber par ['addition d’une distance a centre. Certe technique constitue une
extension de la méthode dite méthode de la constante additive er les solutions que nous proposons
semblent plus pertinentes. Pour la résolution du probléme. nous déveioppons la forme de Torgerson
associée a la distance perturbée et nous étudions des conditions pour que certe forme soit semi
définie positive.

Mots ciés : Dissimilarité, distance euciidienne, distance & centre, forme de Torgerson.

Abstract. — [n order to find a geomerric representation of a non Euclidian marrix of dissimilariry,
we studv a perturbation of such dissimilarities by addition of a specific distance: the star distance.
This technique extends the so-cailed “additive constant method”. In a first step, we develop the

Torgerson form associated with the perturbed matrix and, in a second step, we give conditions thar
ensure this form to be positive semi-definite.
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INTRODUCTION

11 arrive que les données observées se présentent directement sous forme
d’un tableau de dissimilarités entre un ensemble d’individus. C’est le cas
des distances génétiques entre espéces. C’est aussi le cas, en évaluation
sensorielle de produits alimentaires, lorsque les juges donnent directement
des proximités entre des produits au lieu de les évaluer individuellement.
Dans d’autres cas.de figures, il peut s’avérer plus pertinent de transformer
un tableau de données.en un tableau de dissimilarités car ceci procure plus
de souplesse pour mettre en relief des aspects qui intéressent directement
I'utilisateur. Les méthodes de représentations graphiques des tableaux
de dissimilarités sont utiles car elles donment un apercu des positions
relatives des individus. Cependant, lorsque la dissimilarité étudiée n’est
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pas euclidienne, I’ utilisateur doit préalablement 1’approcher par une distance
euclidienne.

Soit D une mesure de dissimilarité (Di; = 0; Di; = Dji > 0) sur
un ensemble d’items indexés par I = {1, 2, ..., n}. En positionnement
multidimensionnel, I’un des problémes est de trouver une représentation
euclidienne de D.

Une mesure de dissimilarité, D, admet une représentation exacte s’il existe
n points My, Ma, ..., My d’un espace euclidien, E, tels que :

Dij = || M; A/I]'-“ pour tout couple (7. ) del?

ol || - || est une norme euclidienne sur E. Une telle représentation est
possible si, et seulement si la forme de Torgerson, W (D), associée a D est
semi définie positive (sdp) (Shoenberg, 1937). Cette forme s’exprime :

W (D) = L (I— —l—lIt1]> D*D (I— —1-1It1]>
2 n n
ot :
* désigne le produit matriciel d’Hadamard (produit terme a terme);
I la matrice identité d’ordre 7;
et 1] le vecteur de R dont toutes les composantes sont égales a 1.

N

Lorsque D n’est pas euclidienne, plusieurs stratégies visant 4 proposer
des représentations euclidiennes approchées sont étudiées. Pour un
développement de ces méthodes, nous renvoyons a De Leeuw (1982) et
Beninel (1987).

La stratégie de la constante additive (Lingoes, 1971 ; Caillez, 1983) consiste
a approcher D par une distance euclidienne A définie par :

A sii=7
T, /D'fj + ¢ sinon
Un choix optimai de la valeur ¢ est donné par ¢ = —2 A, ; olt A\, désigne

la plus petite valeur propre de W (D). Remarquons que c est une quantité
positive car An est une valeur négative en tant que derniére valeur propre
de la matrice W (D) qui n’est pas sdp.

1l nous semble que la stratégie de la constante additive est relativement
contraignante car elle perturbe toutes les distances de la méme maniere.
Comme nous le verrons dans I’exemple du paragraphe suivant, les
dissimilarités initiales peuvent étre structurées de telle sorte que des

Recherche opérationneile/Operations Research



DISTANCE A CENTRE ADDITIVE 359

perturbations non uniformes conduisent 2 une meilleure solution. C’est ce
que nous proposons par ’addition d’une distance a centre.

1. EXEMPLE

L’illustration de ce travail se fera sur la base de I’exemple ci-apres tiré
de Gower (1986).

Soit un ensemble de quatre items : A, B, C, E. Le tableau D, ci-apres.
fournit une dissimilarité sur cet ensemble :

A B C E
0 A

10 B
D=1, 1 o c
05 0.5 0.5 0.5 E

Nous pouvons imaginer A. B, C comme étant les sommets d’un triangle
équilatéral de coté égal a 1; le point E est a égale distance des {rois sommets
A. B, C. Le positionnement du point E n’est pas possible en géométrie
euclidienne (voir figure ci-apres). En effet, un point équidistant de A, B, C
se situerait 2-une distance au moins égale a —‘{—3— de chacun des points.

La forme de Torgerson, W (D), associé a D est donné par :

21 —11 -11 1
1]-11 21 -11 1
641-11 —11 21 1

1 1 1 -3

W (D) =
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