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Dans toat s qui suit, R désigne l'snsemble des nombres réels et C 'ensemble des nombres complexes.

Exercice 1:

Soit £ un espace vectoriel sur R de dimension 7 et soit f un endomorphisme de E, ¢’est-a-dire une
application linéaire de £ dans E. On suppose qu’il existe un entier naturel p=2 tel que f” =0 et
FP 0.

1. Soit xe E tel que f?'(x) # 0. Montrer que {x,f(x),...,f"'] (x)} est une famille libre de E .
2. En déduire que p<n.
3. - Etablir que {0, } < Kerf < Kerf "™ c Kerf ? =E.

Exercice 2 :

Soit un espace vectoriel F sur R, de dimension finie # .
On considére une base A = {el,...,en} de E.

On appelle forme bilinéaire toute application de £ x £ dans R linéaire par rapport 4 chaque variable lorsque
T'autre est fixée. On admet que 1’ensemble des formes bilinéaires est un espace vectoriel sur R.

ExE— IR
Formellement, ¢ : est une forme bilinéaire si et seulement si pour tout {X,,%,, ¥, ¥,) de E

(x,3) > ¢(x,)
et pour tout {4, 4,,£4,4,) de IR : ‘
P(Ax + A%, 1) = Ad(x, v )+ A,0(x,, %)
et

Plx, iy, + iy y;) = @00, 1)+ (%, v;).

ExE— IR
Omn considére dans tout ce qui suit une forme bilinéaire ¢ : .
() = d(x,¥)
Soit la matrice B de terme général (B), = #(e;,¢;) . '
X1
X, P
1. 8i vvecteur de F admet le vectewr colonne X = pour systtme de coordomnées dans la base
x’l
i
A et wvecteur de E admet le vecteur colomne ¥ = Y2 pour systéme de coordonnées dans la base A,
Yu
montrer que @(v, w)="XBY ot ‘X désigne la transposée de X .
2. Montrer que si pour tout (v, W) de E , $(v,w) = $(w,V) alors ‘B=B.
3. Montrer que si ‘B =F alors pour tout {v,w) de E, &(v,w}=¢(w,v). Une telle forme

bilinézire est alors dite symétrique.



4. Montrer que Pensemble des matrices symétriques 2 coefficients réels, c’est-d-dire des matrices A

telles que ‘M = M . est un sous-espace vectoriel sur R de ’espace vectorie] des matrices 3 coefficients réeis.
5. Montrer que l'ensemble des fonmes bilinéaires symétriques est un sous-espace vectoriel de 1"espace

n{n+1

vectoriel des formes bilinéaires de dimension —(~—u—) .

6. Soit i une forme bilinéaire symétrique. On définit une application g : E — IR qui 4 tout vde £
associe g(v) = (v, V). Une telie application est appelée forme quadratique associée a .

a) Montrer que :

Ve IR, Vv e E,q(Av) = A2q(v) et Y(v,w) € Ex E,q(v+w) = g(v) + g(w) + 2 (v, w)

b) ~ En déduire que pour tout (v, W) de £, y(v,w) =%[q(v+w)—q(v—w)] .

7. Montrer que si f est un endomorphisme de E tel que pour tout v € £ g(f{(v))=g(v) alors pour tout

v, w) de B, w(f(), f(W) =y (v, w).
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Probléme 1 :

2
i =
Soit F{x)= E e 2 dt. Onsepropose d’étudier le comportement de £(x) quand x tend vers +c0.

1.Montrer que Ia fonction F est définie pour tout réel positif.

2.Montrer que F est une fonction impaire strictement croissante.
2

il
3.80it [, = fe 2 dr, pour 7 entier naturel strictement positif. Montrer que la suite (), est une suite
strictement croissante.
4.8Soit f{u)=ue™, u=0.Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition et catculer sa dérivée

f'(#) . En déduire que pour tout # >0, f(u) = 1 .
€

dt
5.80it J, = _r—z, pour # entier naturel strictement positif. Déduire de la question précédente que

1 <%s.
e

6.Calculer J, pour tout 7 entier naturel strictement positif. En déduire que la suite (f, ),., est majorée et

démontrer qu'elle converge vers une limite finie J quand # tend vers + 0.
2
X

i -=
7.Soit la fonction g(x)=—.¢ ? définie pour tout x > (. Montrer que g est dérivable sur son domaine de
X

définition et caiculer sa dérivée g'(x). En déduire la relation :

2

t

g(x)-g®)= fe 2 (1+—)dr pour b>x>0.
t

& Soient # et 7 denx entiers naturels iels que O < # < m. Démontrer " inégaliié :
L, +g(m)<I, +g(n)

2
1 2) =

9.Soit la fonction A(x) =[———3}e ? définie pour tout x>0. Montrer que / est dérivable sur son
X X

domaine de définition et calculer sa dérivée A'(x).
2
10. En déduire la formule A{x) — (b} = _‘fe 2a- —15 - %—)dz pour tout &> x>0,
e £

11. Démontrer I'inégalité I, +hA(m) > 1, +h(n), pour m et n entiers naturels tels que O <n <m.



Probléme 2

Préliminaire

On rappelie que le nombre complexe 2, = € C corps des complexes, peut §’écrire sous les formes algébrique et
trigonométrique

(1) z=ag+ib,acR, beRk

(2) z = plcos 8 +isin G} = pe'®

a) Ecrire a et b en fonction de Z et de son conjugué z .
b) Ecrire c0S@ et Sin@ en fonction de €' etde €™ .
Premiére partie

On considére, pour tout entier # strictement positif, les fonctions f, et g, d’une variable réelle définies, pour

Ost%,par:

n "
S =DcosZlx g,(x)= D sin2kx
k=1 k=1
L.Calculer f, {0} et g_(0).

o

2.En écrivant €08 2&x + i sin 2kx = ' , montrer que f, (x}peut pour 0 < x < % , s¢ mettre sous la

forme :
sin{Za + 1)x —sinx

2sinx

J.(x}=

Donner une expression analogue pour g, (x) pour 0 < x < % .

3. & et f étant deux nombres réels, on considére Ia fonetion #(x) définie pour tout 0 € x < % par:

ax + fx?
h{x)=——"- D<x=<?
I
hO)=a
Montrer que A est dérivable sur [0, %] . Calculer alors sa dérivée A'(x) pour x € [0, %] . Montrer que A'

est continue sur [0, % ].
4 Pour tout entier 7 stricternent positif, on définit 1"intégrale -

H{n)= _g% A(x)sin nxdx

a) Montzer que I'intégrale H (n) ainsi définie existe.
b) En utilisant une intégration par parties, démontrer qu’il existe un réel X indépendant de
I’entier 7 tel que pour tout entler 7 strictement positif, ona :
< Jy .
He) <K/,

En déduire la limite de / (#) quand # tend vers + 0.
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Deuxiéme partie

On considére la suite définie, pour tout entier # strictement positif, par :

LS|
Up = ) —=
k=1k2
=1
On note I/ 1a limite , si elle existe, de #, quand # tend vers +o0 : U = 5
k=1Kk

1.0n note J{k;x, ) I'intégrale suivante :
Jica, B) = E%(wc+ 2 ycos 2ocdx

Montrer que : J(k; @, B) = [(-n* (a4-}: ;{ﬁr) —a]

2. Déterminer un couple de valeurs (a*, §*) pour (@, A} tel que J(k;a*, %)= 4;2 .

On conservera les valeurs (a*, §*) de (&, ) pour toute Ja suite du probléme.

2
3 Montrer que : u,, = 4 g% (~x+22) f, (¥} .
¥/

4. Démontrer alors que 1£, peut se mettre sous ia forme :

2
u, =2H@2n+1)- 25%(4 + 5 ydx
w

ot H est Pintégrale introduite 4 la question 4 de la premiére partie, la fonction # intervenant dans son
expression étant prise avec les valeurs (@, f*) des paramétres (¢, ff) .

=
5. En déduire que U = z =) existe et domer la valeur de I/ .

=1k
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L’épreuve est composée d’une partie consacréc 4 la macro-économie et d’une partic consacrée 3 la micro-

économie. Ces deux parties sont indépendantes et peuvent étre fraitées dans n’importe quel ordre.

La partie consacrée 4 la macro-économie comprend deux exercices indépendants qui peuvent &tre traités dans

n’importe quel ordre.

La partie consacrée 4 la micro-économie comprend deux exercices indépendants qui peuvent étre traités dans

n’importe quel ordre.

La correction tiendra le pius grand compte de la qualité des interprétations données, et de Ia clarté de 'analyse,

































