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Exercice 1

1. Soit la suite (S, ),,, de terme général §, = Z——l—}; . Montrer que (S,),.; converge. On
k=0 14+

note S sa limite.

2. Soit une fonction f dérivable dans un voisinage de O telle que #'(0)=0. Soit
o, (f)=fD+7GEp)+.+ G- (n+1)£(0).
Montrer que &, {f) tend vers 0 lorsque »n tend vers ’infini.

3. Soit une fonction g dérivable dans un voisinage de 0 telle que g'(0)=T. Calculer
lim 5,(2) = () +&(57) +.-+ 8(5;) - (n+1)g(0) .

4, Calculer o, {g) pour g(x}=1In{l1+x) {In désigne le logarithme népérien). En déduire
la valeur de S.

5. Calculer J_l)lg [sin(1) +sin(z1;) +... +sin()] .

n+l

Exercice 2

4ar

Soit £,(x)= [ .Onnote [ = ]— %g[ le domaine de définition de I,(x).

cos" ¢

1. L’intégrale [ (x) est-elle bien définie sur 7 ?

2. Soit la fonction f(x)=ln{tan(-}2£+§) (In désigne le logarithme népérien et tan la

fonction tangente). Montrer que f est définie et dérivable sur /.
Calculer la dérivée f'(x) de f pourtout xe /.

Calculer ;(x),/,(x),{,(x) pourtout xe /.

Etablir une relation de récurrence entre /,(x) et /,_,(x) pourtout n=2.

En déduire /,(x).

;v oW
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Exercice 3

Soit X la variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre 6>0. On suppose un
échantillon (x|,...X,) indépendant et identiquement distribué selon la loi de X. On rappelle

que la densité d’une loi de Poisson est :
X

VxeN,P[X=x]=e‘°’9—l.
x:

1. En admettant que E(X)=V(X)=0, proposez 2 estimatéurs é, et éz , sans biais pour
4, fondés sur les caractéristiques empiriques attachées a un échantillon indépendant.
On montrera pourquoi 6, et &, sont sans biais,

1 -
2. On note 8§ == (x,-%) et on admet les résultats
n

i=1

V(s?)= ”njl [(n—Dp, - (n-3)il]
suivants : < ¢, = 6(1+38)
u, =V(X)=0

Calculer les variances des estimateurs é, et éz .

3. Montrer que X, +.X, +...+.X, suil une loi de Poisson de paramétre ng. On pourra
raisonner par récuITence.

Probléme

Dans ce probléme, E et F désignent deux espaces vectoriels sur le corps des réels (noté R),
de dimension finie (dim E =net dimF =m). On note L(E,F) I’ensemble des applications
linéaires de £ vers F'.

Question préliminaire
Montrer que R est un espace vectoriel sur lui-méme. Quelle est sa dimension ?

Dans tout ce qui suit, on appelle forme linéaire sur £ (respectivement F ) une application
linéaire de E (respectivement F ) vers R.

On appelle espace dual de E (respectivement F' ), noté E'(respectivement F'), I’ensemble
des formes linéaires sur E (respectivement F').

Tournez la page S.V.P.



Partie I

1. Montrer que £~ est un espace vectoriel sur R.

2. Soit # une application linéaire de E vers F. On appelle transposée de u, notée ‘u,
I’application de F" vers E définie par : pour tout p € F~, ‘u(p) = ¢ ou. (On rappelle
que o désigne la composition des applications linéaires).

a) Vérifier que 'u est une application linéaire de F* vers E’.

b) Montrer que I"application T qui & u associe ‘u est une application linéaire de
L(E,F) vers L(E",F").

¢) Montrer que si G désigne un troisiéme espace vectoriel sur R, et si v est une

application linéaire de F vers G, alors ‘(vow)="ud'v.

Partie I1
Soit A une partie quelconque de E. On appelle orthogonal de 4 dans E, notée 4°,
Pensemble 4° = {pe E*/Vx e 4,p(x)=0}.
1. Montrer que pour toute partic 4 de E, 4° est un sous-espace vectoriel de £ .
2. Montrer que pour toutes partics 4 ¢t B de E,
) AcCB=B°c A®
b} (AVEBY=A°NnB°
3. Soit Vecr(A) I'espace vectoriel engendré par les vecteurs de 4. Montrer que
Vect(4))° = A4°.

4. Montrer que E° = {05' }
5. Montrer que pour tout # € L{E,F), Ker'u =(Imu)°.

Partie 111
On rappelle une des hypothéses de départ du probléme, a savoir que £ est de dimension finie
etdimE=n.

1. Montrer que pour tout @ € £~ et non identiquement nul, dimKerp=n-1.

2. Soit B=(e,) une base de £. On définit la famille de n vecteurs suivants :

=l
- * . . - I si 'i = j
B =(¢ )y, telquepourtout i=1,.,n et j=1,...n, ¢(e;)=6; = . .
0sinon

a) Montrer que tout élément x de E s'éerit :
xX= i e: (x)e
i=l
b) Montrer que tout élément @ de £ s’écrit :
o= 0(e)el

=l

¢) Montrer que B° est une base de E".
d) En déduire que dimE’ =dimE .



Partie IV
Soit C=(@,),..._, une basede E *. On se propose de montrer dans cette partie qu’il existe une
base unique B=(g),, , d¢ E dont C est la duale, c’est-a-dire telle que pour tout

. -
i=l..,np =e.

L

Comme E~ est un espace vectoriel, il admet un espace dual noté E™, appelé aussi bidual de
E.

1. Montrer que dim £ = dimE" .

. .. E-E . .
2. Soit ’application & : - _tel que pour tout @ € £, %(p) = o(x).
x=6(x)=x

a) Vérifier que & est une application linéaire.
b) Montrer que & est injective.

¢) En déduire que & est bijective. Onnote 5™ sa réciproque.
3. Démontrer que B=(5"(g, Vi est une base de E et que pour tout
J =L, (67 (@) =0/ (@)=,

Partie V
Seit H un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que dimE =dimH + DimH°. On pourra pour cela admettre et utiliser le
résultat suivant : toute famille libre de p (p <n) vectewrs d’un espace vectoriel de

dimension n peut étre complétée par n— p vecteurs pour former une base de cet
espace vectoriel.

2. Déduire de la question précédente que si # € L(E,F) alors le rang de w est égal a celui
de ‘u .
3. On suppose que dim & =n—1. Montrer que :
a) il existe p € E” tel que Kerp = H
b) toutes les formes linéaires de noyau H sont proportionnelles.
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